Séries de Poténcias

Definicdo: Dada uma funcido f holomorfa em z; chama-se
série de Taylor de f centrada em z; a série de poténcias
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Chama-se também série de MacLaurin ao caso particular da
série de Taylor centrada na origem, ou seja, com 2y = 0.

Definicdo: Diz-se que uma funcao é analitica num ponto
interior ao seu dominio se ela é infinitamente diferencidvel e
coincide com a correspondente série de Taylor numa
vizinhanca centrada nesse ponto.




Teorema (Taylor): Se f: Dy C C — C é holomorfa num
ponto (interior) 2y € Dy entdo f ¢ analitica nesse ponto. Ou
seja, f € igual a sua série de Taylor em torno desse ponto

f(2) = flzo) + f'(20)(z — 20) +

com a igualdade valida (pelo menos) na maior bola centrada
em z; e contida no dominio de holomorfia de f.
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/eros de Funcoes Holomorfas

Definicdo: Seja f: Dy C C — C uma fungao holomorfa em
2p € Dy. Diz-se que f tem um zero de ordem £ em z se

f(z0) = f'(z0) = ... = f¥ V(20) = 0 e f¥)(20) # 0. Ou

seja, se a série de Taylor de f em torno de z; é da forma

f(z) = (z — 20)" +

= (2 — 2)

com g holomorfa em 2 e g(zy) # 0.

Teorema: Seja f: Dy C C — C uma fungdo holomorfa em
20 € Dy e f(z)) = 0. Entdo, ou existe uma bola centrada em
2o tal que esse é o Unico ponto onde f se anula (é um zero
isolado), ou f é identicamente nula na maior bola de
holomorfia de f centrada em 2, e contida em D;.

Corolario: Sejam f, g : {2 C C — C fung¢bes holomorfas no
dominio {? e tais que existe uma sucessao convergente de
pontos distintos z, — 2y em (2, onde f(z,) = g(z,). Entdo
f(z) = g(2) para z na maior bola centrada em 2, e contida
em ().




Séries de Laurent

Parte Principal ou Singular
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Parte Regular

Teorema (Laurent): Se f: D; C C — C holomorfa na coroa
circular 0 < r; < |z — 29| < ry < 00. Entdo, para todo o z
nessa coroa, € valido o desenvolvimento em série de Laurent

f(z) = Z z _Z)nz())n + Z an(z — 20)"

em que os coeficientes sdo dados de forma dnica por
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para qualquer 1 < r < r9. Em particular

55 f(z)dz = 2mi by.
|[z—20|=r




Definicao: Diz-se que z; é uma singularidade isolada de f,
se f é holomorfa em Bs(zg) \ {20} para algum § > 0 (e f, ou
ndo estd definida, ou n3o é diferencidvel em z).

Designa-se por residuo de f em 2, e representa-se por
Res(f, z9), o coeficiente da correspondente série de Laurent
centrada em zj, na coroa 0 < |z — 2| < 0.

Teorema dos Residuos: Seja €2 C C uma regiao e f
holomorfa em €2 a excecdo dum nidmero finito de
singularidades isoladas distintas 21, 29, ..., 2, € {). Seja v um
caminho fechado que ndo passa por nenhum dos z;, e
homotdpico a um ponto em {). Entao

/f(z)dz = 2mi Z I(, zj)Res(f, 2;).




